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研究ノート
生産の理論について
—ァロー＝ハーン『一般競争分析』研究(4)――
?
保 郎
1. 経済学における生産の概念
生産とは物を作る事であって，第1のイメージとしては生産過程の生産技術を思い浮べ
る事が多いであろう。騒がしい機械の音や，うなりをあげるモーター，真赤に溶けた鉄など
さまざまであろう。しかし，経済学で生産とは投入量と産出量との量的関係を示す生産関
数を中心として分析が進められて，工学的生産技術はむしろ blackboxの中に閉じ込め
られて，深くかかわらない。これは生産についての経済学の主たる関心が最大利潤を求め
る企業の行動にあるからである。このような生産に対するアプローチは自動販売機で商品
投入量. ~ Black Box 
図1
を購入する消費者や，乗用車のドライバーにも似たようなところがある。駅の切符の自動
販売機で，例えば450円の乗車券を求める場合， 500円と 450円の乗車券と言う informa-
tionを投入したとすれば，産出物は 450円の乗車券と 50円の釣銭である。この場合，販
売機の中の構造がどのようになっているかは全く気にも留めないのであって，投入量と産
出量の関係のみが関心事である。車の運転でも何も複雑な車の構造を知らなくても，ハン
ドル，ブレーキ，アクセルなどの，機能のみを知れば十分である。このように考えて行け
ば，投入量と産出量の量的な関係，すなわち生産を経済学的見地から理解すべき現象が意
外と多いのに気が付くであろう。生産が実現可能となるには技術的問題が解決していなけ
ればならないが一一すなわち図での blackboxの存在は必要であるけれども，更に利潤
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を含めた経済的問題は一般に考えられているよりは遥かに重要であろう。例えば燃料電池
を利用すれば無公害の乗用車を作る事は出来るかも知れないけれども，需要に対応できる
ような低い価格にはなり得ず，生産技術があっても月面車に利用するのがせいぜいで，通
常の意味で製造・販売しようとする企業家は出現しないのである。蒸気タービンはギリシ
ャ時代に，すでにペロンの書物の中にその発想が見られるが，実際に工業技術として利用
されるに到ったのは19世紀に入ってからである。これらの事は生産における技術的条件よ
りも経済的条件の重要性を示す好個の例と言いうるであろう。
さて，生産の主体は企業家であり，利潤の最大化を目的として生産を行う。市場は完全
競争の下にあり，投入物と産出物の価格と初期保有量は与えられたものとして主体はその
行動を決定するものと仮定する。通常，企業は色々な種類の投入物を使用して，多種類の
産出物を生産する，いわゆる結合生産が行われる。 ここで全ての財貨の種類の数を nと
し，生産ベクトル Uを次のように示めす。
Yi 
Y2 
Y= . 
： 
Yn 
ここで Y1<Dであれば投入量を， YJ>Dであれば産出量を， またy,.・=oであればこの
企業の生産に関係のない財貨であるのを示めしている。したがって，このベクトルは投入
量と産出量の関係をあらわす 1種の生産関数となっており， n次元空間の1点で表示す
る事が出来る。これを activityと呼ぶ事にする。企業にとっては技術的に生産可能な全．
ての activityの集合を生産可能集合と呼んでいる。ここで可能と言っても，投入量の制
約など一切考慮していない点に，注意しておきたい。生産可能集合のうち資源（初期保有
量）の利用可能量を配慮した実現可能集合とを区別しておきたい。ここでは先ず生産可能
集合について簡単な考察を行い，次いで実現可能集合へと進む事とする。
2. 単純モデル
投入物が1種類・カであり産出物が必である最も単純な場合から始める事とする。 a
が正のある定数であるとすると
必＝一ay2 Y2:;:0 . (1) 
は生産関数である。投入量がマイナスで，産出量がプラスで表示されているのを考慮すれ
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ば，利潤は次の式で示される。
冗=P,Y,+P2必=P,(-ay2)+Pi必
=(P2-a. か）Y2 
これは生産関数によく見られる規模に関して報酬一定 (constantreturn to scale)の一
番簡単な場合である。企業は勿論利潤の最大化を目的として生産を行うが，次の3つの場
合に分けて考えるのが便利である。
i)か<aP,の場合（か／か<a)
柘ーaか<oとなるから Y2>Dであれば， (P2-aP,)必<oであるから，どんな産出量を
選んでも利潤はマイナスとなる。必=Oのとき利潤はゼロとなり，この場合における最大
利潤は，ここで達成される。すなわち何ら生産を行わないことが最大利潤をうる唯一の方
法である。
i) P2=a. かの場合（か／か=a)
P2-aP,=Oとなるから（柘ーaか）必=Oとなり，どんな産出最に対しても利潤はゼロと
?
???
a 
〇 投入量 0. a p,/p, 
図2 図3
なる。また，
p = I :1・y = I :I 
として示せば利潤は
冗=P1Y1+P2必=PY=O
となって，価格ベクトルと activityの内積であらわせることとなる。内積がゼロとなる
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から2つのベクトルは直交している（図2)。また，どの産出量の水準でも利潤はゼロと
なるから産出量の水準を決定できず，供給写像は図3に示されているように1対1の写像
ではなく 1対多の写像，すなわち供給対応となる。価格水準 aでは如何なる量も供給可
能である。経済学でしばしば適用される規模に関して報酬一定の場合は生産の側からは産
出量を決定しうる何の根拠も存在しない。需要がそれ自らの供給を創造すると仮定して
（利潤動機以外のものを仮定する必要がある）始めてこの caseは意味を持つ。
ii)か>a.かの場合（か／か>a)
か一aか>oであって，必>oであれば
CP2-aP1)必>o
となるから，産出量が大きい程，利潤は大きくなる。必=oo⇒冗=ooとなるので利澗最
大となる activityは存在しない。したがって供給写像は定義し得ないのである。
こんどは activityのタイプが2つある場合を考えよう。 この組合せ方には2つが考え
???
ヽ｀ ヽヽヽ｀ ヽ｀  ｀ F
? ?
???
?ー
????
?? ? ?
???
ー
?
? ??
〇 投入量
図4 図4'
られる。図 4'では activityOAが産出量 ODまで適用され， それ以上では activity
ABが利用される事になっている。 この2つの activityを比較すると OAよりも AB
の方が少ない投入量で同じ量の産出物を生産出来るのであるから，より優れた技術である
のを示している。 したがって企業の合理性を考える場合，優れた activityがあるのに効
率の悪いものから利用する事はない。したがって図 4'の caseは生じないと見てよい。
activityが2つある場合は図4の caseしか生じないのが分るであろう。 この場合 ac-
tivity OAの利用可能な水準に制限があり， 点Aを越えて使用するのは不可能である点
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???
a p,/p, 
図5
に注意して欲しい。図4で ODを越えて産出物を生産したい時には効率の悪い activity
A.Bを使用する必要がある。 OAと直交するベクトルを a,ABと直交するベクトルを b
とする。 aもbもYi,必の価格ベクトルである。 aとか／かが等しい時は OA上のど
の点を示す生産ベクトルもゼロの利潤を生むに過ぎない。もしか／かがそれよりも低いと
生産を行えば利潤はマイナスとなるから企業の最大利潤は点0,すなわち何も生産しない
のが最良の策となる。価格ベクトルの勾配が aとbとの間にある時は点 A が利潤最大
点となる。ここで注意しておかねばならないのは相対価格 P2!かが増大しているにもか
かわらず，投入量も産出量も変化しない点である。この事は図5で供給対応が水平になっ
ている箇所があるので示されている。図4で，相対価格柘／かがベクトル bの勾配に等
しくなった時，半直線 AB上で生産する限り利潤は産出量で測って OE, 投入量で測っ
て OFとなる。投入量 oc,或いは産出量 ODの間では必＝一ayz,Y2LOまた投入量
C以上，或いは産出量 D以上では
CY1-0C)=-b(y2-0D), 
同じ投入量から生産される産出量は activityABの方が OAよりも少ないから明らか
に a<b,OC=-a(OD)=-b(OD)+OEらであるか
冗=P1Y1+P2必十OE=(Pz-b.か）ヵ+OE
か=b.かとなっているから
冗=OE
あるいは必の OEはP1/P2を掛けて投入量の単位に直せば OFとなる。相対価格P2!
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かが bよりも大きくなれば， この相対価格に対応する必，必は無限大となり，利潤最
大 activity・は undefinedとなって存在しない事になる。
次に図6に示されている生産関数は連続的に規模に関する報酬が逓減する場合である。
0 C投入量
図6
???
? ? b p,lp, 
図1
ベクトルbと直交する点線はこの生産関数の漸近線である。また図7はこれに対応する
供給曲線であって， bからの点線は供給曲線に対する漸近線である。相対価格釦／かが a
よりも小さければ， それと直交する線分と生産関数 OABとの接点は存在せず， また b
よりも大きければ産出量は無限大となり定義できない。したがって， PdP1=P が ~p::;
176 
生産の理論について（神保） ll07 
bの値を取る場合のみ，利潤を最大化する activityが存在する。 この間の事情を示した
のが図7である。また， 図6で相対価格ベクトルが Cの場合， 産出量で測った利潤は，
OD, 投入量で測ったそれは OCである。何故ならば OFの投入によって産出されるの
は OEである。 ところが相対価格が Cであるから， OFに等しい価値を持つ産出量は
EDである。したがって利潤は ODとなる。すなわち
必＝一c(y2-0D)
=-Pi/P,(必—OD)
P, 入=-Pびけれ(OD)
しかるに利洞は PYであるから
p, 兄+P2必=P立2-hY2十か(OD)=柘(OD)
また，この事から，点線との接点以外の点で生産が行われれば利澗の減少が見られるのも
明らかである。
最後に興味ある例は図8に示されたものであって，入門的経済学の教科書によく採用さ
れているものである。産出量が余りにも低い段階では過大な固定設備や企業者機能などの
産産
出出
量最
0 投入量 ゜
?
a i, p,/p, 
図8 図9
ような privategoodsが存在していて， 生産関数は凸関数となり規模に関して報酬は逓
増する。生産関数上の点 0 とA とでは利洞はゼロとなる。一方両点に挟まれた区間で
は利潤がマイナスとなるのが，今までの議論とパラレルに考えた場合に確認されるであろ
う。したがって， この区間では生産は行われない事になる。柘／かが上昇して aから b
となるまでの領域では利潤は非負となり生産が行われる。図8の点線 CDは生産関数の
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漸近線であり，この事は図9で供給曲線 Af3の漸近線が点線 bCとなっているのと対応
している。
各企業は利潤を最大にする activityを選ぶ。投入物はマイナスで，産出物はプラスで
示されているのを考慮すると， これらの activityを合計すれば経済全体の純産出量，純
投入量を算出しうる事になる。何故なら，ある企業での投入物が他の企業での産出物であ
る場合が多く見られるからである。価格ベクトルが与えられた場合，各企業の利潤を最大
にする activityは必ずしも 1つとは限らないから， それを集計し祀怪済全体の産出物の
総供給や投入物の総需要は1対1の写像ではな<. 1対多の写像となるのが普通である。
すなわち多価関数あるいは対応として表現されるものと考えてよい。さて，ここで2次元
の世界を離れN種類の財と F個の生産主体の存在する一般的な場合に話を進める事とし
よう。
3. 個々の企業の生産可能集合
生産の分析で一番基礎となるのは生産可能集合である。先づ最も包括的な集合を規定
し，次第にその範囲を制約して行き，その結果最後に残るのが，この企業にとって利用可
能な生産可能集合である。
定義1
企業fの生産可能集合は， Y1で示され， その企業にとって技術的に生産を実行しう
る activityベクトルの集合である。
財の種類は Nであるので生産の可能性を示すベクトル (activityベクトル）は”次
元ユークリッド空間に所属している。 1つの activityベクトルは”次元空間の 1点を
示す事になる。したがつて，企業における技術的に生産可能なベクトルの集まりは，”次
元空間の集合となる。技術的な可能性だけを問題にしているだけであるから．資源存在量
などの条件が加えられていない点に注意して欲しい。 activityベクトルの成分のうちプラ
スのものは産出量を，マイナスのものは投入量を，ゼロとなっているものは，その企業に
よって購入も販売もされなかったもの一一すなわち企業に関係のないものである。このよ
うな財貨をも入れるのは経済全体を考えているからである。 Y1の要素は Ytで示される。
町E1Y
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は， この activityベクトルの投入量・産出量の組合せが技術的に生産可能であるのを示
している。生産可能性についての2つの trivialな仮定を導入する。
仮定1
0EY1 
これは企業は何も生産しない自由を持っているのを示している。ここでは何物をも投入
されないし，したがって産出もされない。これは当然であって何でもないように思えるけ
れども，この事が可能であるために，利潤がマイナスとなる時は企業は生産をやめ得るの
である。この仮定のゆえに利潤は常に非負となるのが保証されるのである。
仮定2
巧は閉集合である。
Y1は閉集合であり集積点が必ず巧の中に存在する。 activityの点列於あって，そ
の全てが生産可能であれば，その集積点も技術的に生産可能となるものである:..これは生
産の現実に照らして解釈するよりも，数学的更宜上導入されたものと見るのが適切である
ように思われる。この仮定を除外して議論を進める事も可能であるけれども，その代償と
して数学的に可成り高度の技術を使用しなければならないように思える。もう1つの方法
は，生産の問題が利潤を中心に展開される点を配慮して，価格集合が与えられた場合，そ
れに対して必ず利潤を最大にする activityが存在すると主張し Weierstrassの定理を考
慮すれば，巧は閉集合でなければならない事になる。 Y1が閉集合であるのを前提とせ
ず，ある activity町に収束する一連の activityが存在してい．て， '!Iからの利潤は，
• この一連の activityのどのものよりも高（低） くなっているとしても良い。この場合，
利潤対応を利用して，最大利潤，最小利潤の存在を保証しているのみである。この最大・
O□口
狭義の強凸集合 広義の弱凸集合
図10
非凸集合
179 
1110 闊西大學「経清論集」第34巻第6号 (1985年2月）
最小は，大域的な意味である必要があるから，点列は十分遠くから取らねばならない。ゎ
れわれの主たる関心は利潤にあるから，巧の閉性の仮定を，利潤対応の最大値存在で置
き代えても良い事となる。 ， 
各企業の生産可能集合に課せられている，もっと重要な仮定はその凸性である。すなわ
ち巧が凸集合となる事である。（図10参照）これは activityの分割可能性と加法性の
2つの基本的な仮説から導きうるものである。分割可能性とは Y1EY1に対して，スカ
ラー Aが o:;.t:;1であれば AYtE巧となる事である。また加法性とは YJ1,Y/EYt 
でぁれば， 2つの activityの合計 Y/十Y/E巧となる事である。また ALOとなるス
カラー入に対して Y1EY1である activity町に対して -lYtE巧が成立する場合，
規模に関して報酬一定と名づけている場合であって，この場合には生産可能集合は凸錐体
(convex cone)となっている（図11)。
???
．図1
補助定理1
生産が分割可能であって，加法的であるならば，生産可能集合は凸で，かつ規模に関し
て報酬不変となる。すなわち生産可能集合は凸錐体となる。
証明
町＼町ZE巧が 2 つの任意の activity であるとしよう。分割可能性の仮定から 0~
i::;1に対して。::;c1-i)::;1となるから， iがも (1-J)がも巧に所属する事にな
る。加法性の仮定から Y1に所属する2つの activityJがと (1-J)がを合計したもの
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も，やはり巧に所属する。すなわち
副 +(l-,l)y2EY1
これは巧に所属する任意の2つの activityy1とがを結ぶ直線上の点を示す。これ
が，もとの集合 Y1に所属するのを示しているから巧は凸集合である。即ち生産可能
集合が凸集合であるのが証明された。
次に凸錐体である事を示す。 これには非負の任意のスカラー .l:2:0に対して， activity
“戸巧を選べばやはり ,ly戸巧となるのを示せば良い。 ,t"は必ずしも整数ではないの
で， nが iよりも小さい整数のうちで一番大きいものとする。すなわち nは iで小数
点以下を切り捨てた数である。 V=,l-nとおけば。:::;v<lとなる。 v<lとなって等号が
落ちているのは， V=lとV=Oと2つの場合が出て来るので， 混乱を避ける為である。
activityの分割可能性によって暉1EY1となり， V町はやはり生産可能な activityで
ある。 y/=町(i=l.… n), Y1"十'=咄とする。すなわち y/は全て同じ activityで
ある。 YJE巧であるから当然 YJ呈巧である。 activityの加法性から
fl十1 n 
工町i=エY/+Y1"十I
=ヽ1 i=l 
=n町＋暉J
=(n+v)町
=(n+.l-n)y1 
=.lY1EY1 
したがって生産可能集合巧は凸錐体である。 ロ
分割可能性と加法性の2つの仮定が実際の生産と比較してみた場合にどのような現実性
を持つであろうか。 2つのうち重要な問題がありそうな分割可能性の方から取り上げて行
くこととする。まず財貨の分割可能性と activityそのものの分割可能性を区別して考え
なくてはならない。液体とか半流動体，粉末（水，油，バター，グリース，ガス，電力）
などはこの仮定を満たす。また砂，塩，砂糖，などの粒状のものも，完全な分割可能性は
無いけれども，ほぼこの仮定を充たしているとみても良い。ところが，多くの財貨，特に
生産設備や用具（砕鉱機やシャベルなど）は， この仮定を充たしていない。 activityに
含まれている財貨が分割不能の場合には activityも分割可能性を失ってしまう。 Arrow=
Hahnのこのような rigidな解釈に対して，現実に投入するのは財貨そのものではなく
その生産に献貢する能力（エネルギーのようなもの）であると考えうる。そうすれば財貨
そのものが分割不能であっても， activityは分割可能である。労働の投入量などは好個の
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例である。½人の人間の投入は出来ないが 1 日 8 時間の労働を 1 単位の投入量と考えるの
であれば，時間は連続的に変化し得，どのような時間量も投入可能であるから分割可能を
満足する事となる。他の投入物，産出物について同じ考察が可能であるから， activityの
分割可能性は一般に認めても差し支えなかろう。
しかし， ここで Arrow-Hahnが指摘しているように倉庫や貯蔵タンクにはこの方法
が適用できない場合も存在する。ここで立方体の倉庫を建てるとしよう。体積を Vi,表
面積をふで表わし，その一辺を aとすれば ・
Vi=a3 
ふ=6a2
主 1 Vi3 =が=-S16 
したがって
2 2 
Vi=(怜）す=k忍， k1=(ふ）；
ここで構造物の壁の厚さを一定とすれば建設の為に必要な投入量は表面積ふに比例す
ると考えてよい。したがって産出量である体積 Vifま投入量の％乗に比例する事になり，
規模に関して報酬一定が成立しない。また整数フ゜ログラミングに見られるように，そこに
収容する荷物の個数に合った大きさのものでなければならないから，一辺の長さはある数
の整数倍でなければ意味がない。したがって分割可能性は成立しない。また化学工場の球
形の貯蔵タンクを考える。その体積を V2,表面積を＆，半径を R とすれば
4 ％＝一訊3
3 
ふ=4碑 2
である。したがって
3 
S2エ＝（位R戸=(4冗戸Ra
3 
R3= 3 S2 2 
(4冗）百
これを竹の式に代入すれば
1 3 V戸土こ—一aS22
3 (4冗）百
2i/百主＝ 3 
S2 2 
となり，産出量は投入量の％乗に比例する。すなわちここでも規模に関して報酬一定が成
立しない。化学工業では一定比率の一定量の薬品を混合させる必要が生じるであろう。こ
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のような場合は分割可能性がやはり成立しないのである。
一方，加法性の仮定は支持される場合が多い。例えば同じ activityを使用して全ての
投入量を 2倍にすれば， また産出量も 2倍となるであろう。外部経済・不経済がなけれ
ば，ある工場の横に全く同じ工場をもう 1つ建設するようなものである。このような問題
に対する有力な批判は企業家の経営能力が組織の巨大化に従って低下するため，必ずしも
activityの加法性が成立しないとするものである。企業家の能力は他の投入物のように
市場での取引が不可能なものである。そのような財貨を privategoodsと呼び Ytのう
ちそのような財貨の占める部分を，財貨の番号をつけかえて集め， ベクトル Ytpで示
し， 市場で売買可能な財貨の， ベクトルを YtMで示す事とする。そうすると private
goodsは1企業にとって与えられたものと見なしうるから Ytp=Ytpとなる。経済学で
は個々の企業家の経営能力の差よりも，専らその分析を市場経済に集中して来た。そのよ
うな観点からすれば， YtMこそが分析の主たる対象であって，分析すべき生産可能集合
は
ytM={(y尺， iカl(y尺，u乃E¥:ガ
となる。巧は凸集合である。したがって
Ii= 1;: I• Il= 1;:1 EYf 
とすれば匠こi:;1に対して
Ali+(1-A)lf2EYf 
しかるに
叫 +(1-A)lf2=Al;::1+(1-A) I~ 戸I
=¥『1I炉+;:—A)llfM211 EYfM 
したがって巧が凸であれば Y尺も凸となる。しかし投入物の一部分が gPであるか
ら巧は必ずしも規模に関して報酬一定とはならない。われわれは市場経済を分析する
のが目的であるから町は以後，市場で取引可能な財貨のみから成るものとする。した
がって町については次の仮定が主張しうるのみである。
仮定3
Y1は凸である。
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4. 経済全体の生産可能集合
個々の企業の生産可能集合については以上の3つの仮定で示された性質のみが有効であ
る。 privategoodsを含まない場合で分割可能性が満たされる場合のみ補助定理1が安
心して使用できる。生産主体である企業の数は現存しているものであれ，潜在的に存在し
ているものを含む場合であれ，全体で有限個 Fであるとする。経済の総生産量は個々の
企業の生産ベクトルを合計したものである。ある企業の産出物が他の企業の投入物となっ
ている場合が多くあるので，第f番目の企業の生産ベクトルを• 町で示せば総生産量 u
は
y=工Yt
であって経済全体が消費しうる産出量と初期保有量として経済体系外から投入しなければ
ならない投入量とを示している。
定義2
Y={Y=工町1町EY1,¥//}=:EY1 
I I 
ここで企業全体の数が Fで， Ji,"',fKが異なる企業であるとし
YfkEYん(k=l,…， K) 
Yfk'Foであって，それ以外の企業fについては町=Oが成立している。すなわち，
ここでは潜在的に存在している企業をも考慮に入れたのである。仮定1によって 0EY1
であるから，全ての fについて当然町E巧となる。したがって
工Yfk=:E町EY
k I 
である。
補助定理2
相異なる企業/1,…， fKの任意の集合に対して I::YfkEYが成立する。
k 
証明
Yf1cEYl1c(k=1, …, K) 
したがって
:Eyf廷迂立,,.
k k 
しかるに
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ここで注意しておかねばならない点は町は f番目の企業の activityであってリニ
ア・プログラミングなどに見られるような企業内の activityではない点である。分割可
能性も加法性も企業の activityに関して成立する。 また企業に他のものと区別する特性
を与えているのは，その企業が利用している activityとgPで示された特定の成分であ
る。
次に，ここでの分析で大きな特徴をなしている可能生産配分集合について定義する。こ
れは各企業の生産可能集合のカルテシャン積である。
定義3
Q/=X巧＝｛肛…，町1町EY1,V/} 
工町は NxF次元空間の可能生産配分集合から N次元財空間の中への写像と考える
ことが出来る。
定理1
qは閉で凸な集合である；更に。E'V。
証明
全てのIに対して
OE巧（仮定1)
したがって
ゆえに
{01, 02, …， OF匡 {xY1}=CIJ 
I 
oE"J 
次に qが閉集合である事を証明する。 YrEY,とする (f=l.2, …, F)。Y1に所属す
る任意の activityをu,oとすれば，仮定2により Y1は閉集合であるから u,oに収束
する点列｛町，，}(ll=l, 2, …）が必ず存在する。
呼＝｛対，釦0,・・, YF0 I町゜ EY1,V-f} 
ず ={Y1",めか・， u炉 I町， EY1,V-f} (v=l, 2, ・）
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とすれば {y/)が的° に収束するから {'IJ•) は炉に必ず収束する。句は集積点を集
合内に持つ事になるから閉集合である。この事は2次元の場合について図12から，ほぼ類
推できるであろう。 (cf.Tychoroffの定理）
?
?
????
? ?
?
Y, 
図12
Y, ゜
最後に C/Jが凸集合であるのを証明する。仮定3により Y1は凸である。炉，がEC/J
とおけば。:;a:;1に対して
aが+(1-a)が
={a面+(1-a)u12,a厨+(1-a)糾，…，辺が+(l~a)y炉
IYかyJ2EY1,V-/} 
すべての fに対して ayJ'+(l-a)Yl=ii1E巧であるから，
～～～ 
{y1, 釦，…， YFI Y1EYが l,/-/}EQ/
ロしたがって C/Jも凸である。
系1
0巴Yであり，また Yは凸集合である。
証明
Yは C/JをNxF空間から N次元空間への線形写像エリtによって写像した像とな
f 
っている。定理1により OEC/Jであるから町=o(/=1, ・・・，凡）が存在する。 Yョ工町
f 
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＝エ01=0である。したがって。巴Y。qは凸集合である。 Y1は全て凸集合となるから
f 
1:Y1=Yは凸集合の合計で凸集合となる。 ロ
.f 
巧はただ単に技術的な可能性を示したものであるから，投入量を無限大とすれば産出
嚢も無限大となる場合も存在し，有界な集合ではない。しかし，現実には投入しうる資源
は有限であり，この事を強調するために次の仮定をおく。
仮定4 . 
cqEC/Jであって工町2:oであれば，そのときには C/j=Oとなる。
j 
'IJ=Oは各企業の生産活動が全て完全に停止しているのを示したものである。この仮定
の意味するところは，経済全体の生産技術をどのように組合せても，個々の企業はさてお
くとして，社会全体としては投入なくしては，何も生産できないのを示したものである。
Gerard Debreuは Theoryof Valueの 40ページで，経済の生産可能集合を Y,非負
象限を 9で表わせば
YntJc{o} 
で impossibilityof free productionを示したが， これは u>oが成立しないのを述べ
???
? ?
0 投入物
図13
産出物を得るには必ず投入物が必要な事を述べたものである。ここで明確にしているのは
個々の企業で freeproductionが成立していなくても，経済全体として，仮定4を満足
していなければならないのである。企業がA, Bの2つあるとし， 財貨が 1, 2と2種
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類あるとしよう。またその生産の activityが下のようなものであったとしよう。
企業A 企業B 経済社会
: II~1~·+ II~1 I =. I: I 
この場合，個々の企業は投入を行い，それに応じて産出を得ているので，一見なんの不
思議もないように思える。しかし経済全体では何の投入もなしに産出ばかり得ているので
あって，まさしく「打出の木槌」の現代版と言う他はない。残念ながら，このような技術
は存在しないのであって工町>oとなる場合には炉=oとならざるを得ないのである。
また E町=Oとなる場合で cq=oでなければ，ある企業の activityに対して他の企業
がそれと逆行する activityを稼動させているのを示している。すなわちこの仮定は生産
の非可逆性をあらわしたものである。例えば鉄鉱石，コークスと労働を•投入して銑鉄を作
るとしよう。他の企業に，これと全く逆の符号の向きを持つ activityがあるとすれば，
銑鉄から労働，コークス，鉄鉱石を取り出せる事になる。鉄の塊から，どのようにして労
働を取り出せるのか。 1つの activityがあれば，生産のプロセスをそれと全く逆の方向
に動かす activityは存在しない。 Debreuでは Yn(-Y)c{o}として，この事を表現
している。また仮定4はこの経済の体系の外から何らかの資源が初期保有量として与えら
れない限り，何も生産し得ないのを意味している。だから，今後は初期保有量ヱを導入
して，生産の問題を考察して行く事としよう。
定義4
社会の生産可能ベクトルリは，それが技術的に生産可能であって，かつ
u十瓦0
であれば実現可能である。実現可能なベクトルの集合は
Y=Yn {y I u+x~o) 
で示される。
これで社会全体の投入量を元以下におさえた事になり， Yは左側に限りなく広ろがり
得ない事となる（図14)。
定義5
生産配分 r:qは．個々の企業Iにとって町が技術上生産可能であり （すなわち Q/E:
Q/), また
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図14
工町＋迄0
I 
y, 
0 y, 
であるならば，実現可能である。実現可能な生産配分集合は
C/J=C/Jn {<I/ I :Eむ＋迂;:,:o}
I 
であらわす事とする。
1119 
定義4では経済全体について実現可能性を定義した。 その範囲内での yを1つづつ取
り上げ，この yに応じて個々の企業の投入量・産出量がどのように決まるかの範囲を定
義したものが定義5である。
工む＋元=Y+元：：o
I 
を満たしていても， ある企業が activitylevelを上昇させれば， 他の企業は低下させね
ばならぬ事も生じて来る。町が Yの中を動き廻るに応じて q も変化して行き， それ
を総計したものがqである。
仮定5
ある i}EYに対して， x+ii)>oとなる。
yが社会的に生産可能なベクトルであれば， y十云は netsupplyを示している。した
がって仮定 5は全ての netsupplyが正になる生産方法があるのを示したものである。
財貨を2つのグループに分け producedとnon-producedとにする。 non-producedは
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その体系内では生産は出来ないから，初期保有量として正の量が供給されなければならな
い。 Pが producedgoodsの indexnumberの集合であるとし， Nが non-produced
goodsの indexnumberの集合であるとしよう。 yのうちでにP に対して y'は第
i番目の財が正で産出物となっている生産ベクトルである。ただし non-producedin・ 
putsの利用可能量から来る制約はないものとする。定義から y/>oとなり， JヒPにつ
いては， 第 j 番目の財は体系内で生産される財であるから， y/2::o となる。 n が pro•
duced goodsの種類の数であると
Y= :E 一ーyi
iEP n 
とおく。 9は producedgoods についての生産ベクトルの平均である。 y•巴Yであり，
gはその凸結合であるから
yEY 
となる。また gの作り方から Y;>O,ViEPとなっている。 iENであれば，ぇ,>oとな
らねばならない。 '.Y,はマイナスとなっているから o<a~l を掛けて Yi の絶対値をいく
らでも小さく出来る。したがって aを適当に選べば
ふ十ay,>o 切EN
とする事が出来る。また iEP に関してはふ2::0 でラ;>O であるから O<ct~l のどん
な aに対しても
ぇ;+ct面>O'¥fiEP
となる。 u=ayとおけば Yは分割可能性を満足しているから
yEY 
また x+li:況）は，その成分が正となるのが確められているのでベクトルに対しても不等
号が成立する。すなわち y巴Yを適当に小さくして投入量を減らし，元+li)>oが成立し
うるように出来るのである。 ' 
次に実現可能生産配分集合が有界であるのを証明する。ここで任意の実数どを取り，
次のように定義する。
炉=max(f,0) 
ど―=max(-,,0) 
炉では yのプラスまたはゼロの値はそのままのものが採用され，マイナスの値ではゼ
ロとなる。 Eー ではプラスの値はゼロとなり，マイナスのものは符号を変えたものが来る
（図15)。したがって次の関係が成立する。
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ど―I . ぶ
? ? ? ?
図15
ど=e+-e-.e十;:o,e-20 
ベクトルエの上界と下界を次のように定義する。
U(x)=l;: が
L(x)=~ 功―
XESであれば Sが有界であるかどうかは U(x)や L(x)が十OO になるか否かを見
ればよい。すなわち成分に少なくとも 1つ十co, あるいは一OOを含んだものがあれば，明
らかに Uか Lの値が+ooとなるからである。
定理2
仮定1~4が満たされておれば，実現可能生産配分集合句は compactでかつ凸であ
る。
証明
compactな集合とは有界にして，かつ閉の集合であるから，まず4の有界性を証明す
る。 Y=工町であっては町の成分のうち1つでも土00のものがあれば Yの有界性は
f 
保証されない。 Yが有界であれば釘も有界となるのが，これより明らかである。したが
って Yの有界性の証明より始める。
:E(Yt; 十-Y1,-)=:EYバーエ功―
I f f 
＝均互=Y;2:::一均功＝一Y;"-
f f 
この不等号はエYt;十2::0であるから成立する。移項すれば次の式を得る。
f 
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四バ+Y;乏 :Ey斤
f 
fに関して合計したので次に iについて合計する。
~:EYf; 吋—工功―2::~エYfi―.
, f , f 
工は第 i番目の成分を各企業について合計したものである。エはそれを更に成分に
f 
ついて合計するから
'1/= {ぁ，釦…，恥 I町 EY1,¥/} 
であるのを配慮すれば
'V=IIY11Y12, …, Y1N, Y21, …, YFNII' 
となっている。
:Eyf_+=y;+ 
f' 
工工yパ=~ず=U(q;)
, f ヽ
~:EY1.-=~ 叩―=L(q;)
ヽf''
工u,-=1r
f 
であるから，これを上式に代入すると
U(q;)+L(エ巧）2:'.:L(q;) ・ . (2) 
f 
またが芍に対して，定義5により qは生産可能である。すなわち定義4から
工町＋茎0
f 
:EYf2:'.: 一云
f 
ーエリf全
f 
訳ー :EYfi)十三匹i
, f 
U(-:E町）~U(x)
f 
U(一工町）=L(:E町）
. f f 
したがって
. L(予町）~U(云） for Q/四 (3) 
元は初期保有量で投入されるべき財貨であるけれども非負のベクトルとして表現され
ている点に注意して欲しい。 UとLは企業間の取引で，中間生産財としてリの計算の
とき消去されるものも，そうはしないで合計した産出量，投入量の総計を示す1種の指標
である。つぎに
叩 ='1/n{,v I L(:E町）~U(x)} (4) 
f 
として qょりも拡大したものを考える。 (4)式では各ベクトルの成分の合計を比較したの
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みであるから Y;+み<oとなる事，すなわち初期保有量以上に社会がある財を投入する
場合があるかも知れないが， Y1+む>oとなるものがあって，互いに消去しあう caseも
考えうるから，したがって tqEC/Jであれば必ず tqEC/J*となる。故に C/jcC/J*である。
したがって qの有界性を証明するには 'I/*の有界性を証明したらよいのである。すなわ
ちがのどの成分も無限大となるものがないのに，その部分集合である qのある成分が
無限大とはなり得ないからである。定理1により qは閉集合である。 L(エY1)はリの
中のマイナスの成分を合計したものである。リが qの中を変動するとき，マイナスの成
分は， その変化を合計しただけ L(l:町）を変化させる。 したがって L(l:町）はリの
マイナス成分の連続関数である。プラスの成分の変化に関しては，常にゼロであって，定
値写像となって連続関数となる。したがって如何なる町の成分についても L(l:町）は
連続関数である。したがって qの閉性は L(エ町）に移される。その部分集合である
{t/ I L(l: リ1):$U(x)}
は閉集合となる。閉集合と閉集合の intersectionはやはり閉集合となるから C/J*は閉集
合である。 (2拭；と(3試；から
U(tq)+U(x) 
~U(QJ)+L(:EY1)~L(QJ) 
I 
となる。これは(3武を満足しているから
QJEQ/* 
(5) 
Xが givenで固定されているから U(x) も固定された値となる。だから Q/*の有界
性を証明するには U(QJ)の有界性を証明すれば十分である。何故ならば
U(cq)+U(元）2::L(Cl/)2::0 
であるから， L(C//)は上に有界となり 'l/*は下に有界であるのが同時に証明しうるから
である。
全ての Q/E'l/*に対して 0$U(cq)$1であれば U(cq)は有界となるから， 'l/*の有界
性は証明されたことになる。したがって U(C//)>1となるような U(cq),C//E'l/*に対し
て有界であるのが証明されればよい。
o<a= 1 U(C//) <1 
とおこう。 U(C//)>1であるから分母として利用しうる。全ての fに対して，町EY1で
あれば分割可能性より C(,町EY1となる。したがって C//E'l/*となる。 'l/*の要素である
ことから qは(4)式の条件 L(エ町）$U(x)を満たす。よって
I 
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L(エa町）=aL(:Ey r)玄U(x)~(x)
f I 
が成立する。したがって
次に
d,CIJEC/J* 
1 U(acq)=aU(cq)=―U⑯) =1 
U(C/J) 
叩＊＝句*n{'I/ I U(cq)=l¥ 
1 とおけば U⑲)であってか＝び':ci'5であれば四こ叩＊となる。 U(cq)=lは産出量を
その合計で割ったもので NxF次元のシンプレックスとなっている。 CIJ*の有界性を証
明するには L(:E町）が CIJ*の上でゼロから正の方向にある距離をはなれてはいるが，
I 
有界であるのを示せばよい。 また CIJ*が問題となるのは o<a<=となる適当な aを
句に掛けて U('l/)=1と出来るものがあれば CIJ*は有界であるからである。 CIJ*の上で
あれば U(QJ)>l。 しかし a=U~QJ;) とおけば a咋叩＊に対して U(四）=1である
から U('l/)は上に有界。 L(I:.町）は CIJ** の下界。定義により L(:EY1)~0。しかるに
f f 
L(:E町）=Oであれば，経済社会に投入最，したがって産出量がゼロとなってしまうか，
f 
仮定4により考察の対象から除外されるかである。 したがって L(I:.む）>oでなければ
. . f 
ならない。
「L(エむ）は CIJ*の上でゼロから離れていて有界である」 (6) 
I 
と仮定する。そうするとか/EC/J**であるから U('IJ)>lとなるような任意の qに対し
て ・
L(弓叩）＝叫（平t);?:c>O (7) 
1 1 が成立する。 a=び亙うとしたのであるから， U(CiJ)=ー となる。 (7)式の両辺を Cで割
(I, 
れば
L(I::au1) 止 (I:町）
, I = I >1 C C 
両辺を d で割れば
L(エtY)r 1 
C ;?: 石
1 U('IJ)=ー となる事と(3)式よりa 
1 
L(:E町）
f < U(元）U(CIJ)=石三 c —. C 
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したがって tqE守＊に対しては U(tq):$1であるか， U(tq)>1である。 U(tq)>1とな
る場合は
U(tq)晏
C 
となる。云は初期保有量で given,したがって U(x)/cもgivenとなる。だから U(tq)
は有界。 (5武より
U(tq)+U(元）~L(tq)>O
~D 
有界 一定
したがって L(tq)も有界。ゆえに Q/*は有界である。次に(6)の命題が成立するのを証明
すればここでの議論は完了する。 Q/*は閉集合である。 U(tq)=1はこの閉集合からの連
続写像である。したがって｛引U(tq)=l}は閉集合である。閉集合と閉集合の intersec-
tionはやはり閉集合であるから Q/**も閉集合である。 U(tq)は有界であるから，.Q/** 
は有界となる。 Q/**は有界でかつ閉であるから compactな集合である。連続関数は定
義域が compactである場合 Weierstrassの定理により，最大値と最小値を持つ（〔4〕
p. 94)。ICエYf)はQ/**の上で qの連続関数である。 (6)が成立する為には Q/**の上で
f 
L(1:! 町）>o 
が成立しなければならない。 U(o)=的勺であるからtqEQ/**に対しては tq-=/=o,すなわ
ちゼロ・ベクトルは存在しない。何故ならば， tqEQ/**であれば U(tq)=1を満足してい
なければならないからである。仮定4によって Uが実現能であるためには負の成分を持
たねばならない。即ち tqEQ/**に対して
L(エ町）>o 
となる必要がある。かくて投入量が有界であるから qが有界であるのが証明された。定
義により qは閉の凸集合 qと閉の凸集集合 {'I/I 工町＋茎~o} の intersection であ
るから qは閉の凸集合である。 qは，また，有界であったから compactな凸集合であ
る。ロ
系2
Yは閉集合である。
証明
ここで証明したいのはリ0EYが集積点であるとすれば点列｛ず｝，がEYが存在し
て，ず→yoとなるようにがが取れる事である。定理1によって C/は閉集合であるか
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ら，ツのそれぞれの値に対して
l:Ytv=yv 
f 
となるような生産配分が存在する。 u,v---,.町° となる点列 {y/)が定理1により存在
するのが明らかである。定理2により釘が任意の与えられた初期保有量るに対して，
compact で凸であるのが証明されている。したがって一ふ~yo となり
工町叶x2:o
f 
となるえを全ての V に対して見付ける事ができるであろう。 そうすると全てのツに対
して
Ci/=如 {'l/Iラ町＋迄o} (8) 
とおけばず巴釘である。が=l:Y/ー →こザとなる。ところがが一→yoとなるから
f f 
yo=工町゜ EY □ 
f 
あとがき
ここで述べたものは主として〔1〕の第3章の前半の私なりの解釈である。ここ十数年
来大学院のテキストとしたり読書会でり取上げたりした。未だに誤りを侵している点もま
まあるかとも思う。
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